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Abstract
On donne une condition ne´cessaire et suffisante, en termes de “descente
galoisienne”, pour que le module d’Iwasawa obtenu a` partir des unite´s
circulaires a` la Sinnott soit libre. On de´taille ensuite des exemples qui ne
satisfont pas a` cette condition.
0 Introduction
Soit p un nombre premier impair fixe´. Soit K un corps de nombres et K∞/K
une Zp-extension. On utilise les notations habituelles qui suivent :
Γ := Gal(K∞/K), Γn := Γ
pn , Gn := Γ/Γn et Kn := K
Γn
∞ . Dans toute la suite
Un de´signera le pro-p-comple´te´ du quotient des unite´s de Kn par les racines
de l’unite´ de Kn et Λ = Zp[[Γ]] l’alge`bre d’Iwasawa usuelle. L’objet de cet
article est de de´gager une condition ne´cessaire et suffisante a` la liberte´ du Λ-
module C∞ obtenu par passage a` la limite projective a` partir du pro-p-comple´te´
modulo sa torsion du module des unite´s circulaires de Sinnott ([Si], la de´finition
est rappele´e en 2.1 ci-dessous). Ce module est de´fini lorsque K est abe´lien sur
Q et c’est un sous-module de U∞ := lim
←
Un.
Dans la premie`re section on redonne une de´monstration de crite`res ge´ne´raux
de Λ-liberte´, vraisemblablement connus. La proposition 1.3 fournit un crite`re
suffisamment fin pour conduire a` une e´quivalence si on l’applique au module C∞.
Cette e´quivalence (the´ore`me 2.2) est le re´sultat principal de ce travail, elle est
de´montre´e dans la deuxie`me section. La troisie`me partie illustre le the´ore`me 2.2,
par des contre-exemples a` la Λ-liberte´ de C∞. Les cas de Λ-liberte´ de ce module
sont nombreux et connus (on peut consulter par exemple le §1 de [Kuz2], ou [B]).
On donne ici une famille infinie d’exemples pour lesquels on de´montre que cette
liberte´ n’a pas lieu. D’autres exemples avec la meˆme proprie´te´ ont e´te´ e´tudie´s
inde´pendamment par R. Kucˇera ([Kucˇ]) dans le but d’e´tablir la diffe´rence entre
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le module des unite´s cyclotomiques de Sinnott et celui de Washington. En cours
de route on e´tablit ici que ces modules sont e´gaux si et seulement si C∞ est
Λ-libre (proposition 3.6).
1 Ge´ne´ralite´s
1.1 Crite`res de Λ-liberte´
On commence par rappeler deux lemmes tout a` fait classiques, dont on redonne
une de´monstration pour la commodite´ du lecteur :
Lemme 1.1 Soit X un Λ-module de type fini. Notons XΓ (resp. XΓ) les
invariants (resp. co-invariant) de X sous l’action de Γ. Alors X est Λ-libre si
et seulement si XΓ = 0 et XΓ est Zp-libre. Dans ce cas la dimension sur Λ de
X est e´gale a` celle de XΓ sur Zp.
De´monstration. L’implication directe est imme´diate. on ve´rifie la re´ciproque.
Conside´rons une Zp-base {x1, · · · , xn} de XΓ et relevons la en {xi, 1 ≤ i ≤
n} ⊂ X . Par le lemme de Nakayama on obtient de´ja` des ge´ne´rateurs en nombre
voulu. De plus toute relation non-triviale entre les xi conduit en premier lieu a`
une relation non divisible par T entre ces e´le´ments puisque X est suppose´ sans
T -torsion, puis a` une relation non-triviale entre les xi.

Lemme 1.2 Soit Y un Λ-module libre de type fini et X un sous-module d’indice
fini de Y . Alors X est Λ-libre si et seulement si X = Y .
De´monstration. PuisqueX ⊂ Y on a de´ja`XΓ = 0. Ainsi par le lemme 1.1 X est
Λ-libre si et seulement si XΓ est Zp libre. La suite de Γ-cohomologie provenant
de la suite courte 0 // X // Y // Y/X // 0 fournit la suite exacte
0 // (Y/X)Γ // XΓ // YΓ . Donc XΓ est Zp-libre si et seulement si
(Y/X)Γ est sans Zp-torsion c’est-a`-dire trivial. Comme Y/X est suppose´ fini on
a les e´quivalences Y/X = 0 ⇐⇒ (Y/X)Γ = 0 ⇐⇒ (Y/X)
Γ = 0.

Avant de donner des applications, on va e´noncer un autre crite`re, un peu
moins connu. Pour ce, de´taillons le contexte ge´ne´ral dans lequel ce crite`re
s’applique, contexte qui se produit tre`s souvent en arithme´tique. Il s’agit de la
donne´e de deux suites, disonsMn ⊂ Ln, de Zp[Gn]-modules munis, pour m ≥ n,
d’homomorphismes e´quivariants de norme Nm,n : Lm −→ Ln et d’extension
in,m : Ln −→ Lm tels que :
1) Les restrictions des Nn,m et des im,n de´finissent des homomorphismes
Nm,n : Mm −→Mn et in,m : Mn −→Mm
2) les compose´es in,m ◦ Nm,n co¨ıncident avec la multiplication par la trace
alge´brique Trm,n :=
∑
g∈Gal(Km/Kn)
g ∈ Zp[Gm].
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3) les compose´es Nm,n ◦ in,m co¨ıncident avec la multiplication par p
m−n.
Dans ce contexte on a le crite`re :
Proposition 1.3 On suppose que les suites Ln et Mn ve´rifient les conditions
suivantes :
(i) L∞ := lim
←
Ln est Λ-libre.
(ii) Les homomorphismes in,m : Ln −→ L
Gal(Km/Kn)
m sont injectifs.
(iii) La suite Mn ve´rifie asymptotiquement la ”descente galoisienne”, (i.e. il
existe un N ∈ N tel que pour tout n ≥ N on l’e´galite´ M
Gal(Kn+1/Kn)
n+1 =
in,n+1(Mn)).
Alors M∞ := lim
←
Mn est aussi Λ-libre.
De´monstration. On va appliquer le lemme 1.1 a` X = M∞. Les inclusions
Mn ⊂ Ln donnent par passage a` la limite l’inclusion M
Γ
∞ ⊂ L
Γ
∞. Puisque L∞
est suppose´ Λ-libre on obtient donc MΓ∞ = 0. Ainsi il reste a` montrer la liberte´
du Zp-module (M∞)Γ. En appliquant la suite longue de Γ-cohomologie a` la
suite 0 // M∞ // L∞ // L∞/M∞ // 0 on obtient :
0 // (L∞/M∞)
Γ // (M∞)Γ // (L∞)Γ .
La Λ-liberte´ de L∞ fournit la Zp-liberte´ de (L∞)Γ, et il suffit donc de montrer
que (L∞/M∞)
Γ est sans Zp-torsion ou encore que le sous-Λ-module fini maximal
de L∞/M∞ est trivial. Notons F∞ ⊂ L∞/M∞ ce sous-module et posons Fn ⊂
Ln/Mn pour ses projections naturelles. Par compacite´ de F∞ on a F∞ = lim
←
Fn,
et pour conclure la preuve de 1.3 il nous reste a` ve´rifier le :
Lemme 1.4 ∀n ∈ N, Fn = 0.
De´monstration de 1.4 . Soit un N ve´rifiant 1.3 (iii). On remarque d’abord que
la suite des Ln/Mn, et donc la suite des Fn, est encore munie d’homomorphismes
de norme et d’extension que l’on note encore Nm,n et in,m par abus de langage.
Puisque F∞ est fini il existe un N
′ ∈ N tel que ΓN ′ agit trivialement sur F∞.
On peut prendre N ′ ≥ N . Puisque par de´finition F∞ −→ Fn est surjective ΓN ′
agit aussi trivialement sur tous les Fn. De plus il suffit de ve´rifier le lemme pour
n ≥ N ′. Les ordres des Fn sont borne´s, disons par #F∞ = p
b. Fixons donc
n ≥ N ′ et soit fn ∈ Fn. Il existe alors un fn+b ∈ Fn+b tel que fn = Nn+b,n(fn+b)
et donc in,n+b(fn) = in,n+b◦Nn+b,n(fn+b) = Trn+b,n(fn+b) = p
bfn+b = 0. Ainsi
Fn est contenu dans le noyau : Fn ⊂ ker {in,n+b : Ln/Mn −→ Ln+b/Mn+b}. En
appliquant 1.3 (ii) et le lemme du serpent dans le diagramme
0 // Mn //
in,n+b

Ln
in,n+b

// Ln/Mn
in,n+b

// 0
0 // Mn+b // Ln+b // Ln+b/Mn+b // 0
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on obtient la suite exacte
0 // ker {Ln/Mn → Ln+b/Mn+b} // ker {Mn+b/Mn → Ln+b/Ln} .
Ce second noyau est trivial puisque par 1.3 (iii) on a
ker {Mn+b/Mn → Ln+b/Ln} =
Ln ∩Mn+b
Mn
⊂
M
Gal(Kn+b/Kn)
n+b
Mn
= 0.
Cela montre le lemme 1.4 et la proposition 1.3 suit.

1.2 Applications
On va appliquer la proposition 1.3 a` divers sous-modules d’unite´s. Lorsqu’elles
ont lieu, les proprie´te´s (ii) et (iii) de 1.3 sont plutoˆt aise´es a` ve´rifier. On a donc
besoin de trouver un module Λ-libre qui puisse jouer le roˆle de L∞. Notons U
′
n
le pro-p-comple´te´ du module des (p)-unite´s deKn (i.e. les nombres de valuations
triviales en toute place ne divisant pas p) modulo sa torsion (i.e. modulo les
racines de l’unite´s de Kn). Sous certaines hypothe`ses, un re´sultat de Greither
montre que Ln = U
′
n convient. Re´sumons ce re´sultat :
The´ore`me 1.5 ([G3]) On suppose ou bien que K∞/K est cyclotomique ou
bien que K ne contient pas de racine p-ie`me de l’unite´. Alors U
′
∞ := lim←
U
′
n est
Λ-libre de rang r1 + r2 + g, ou` (r1, r2) est la signature de K et g est le nombre
de places divisant p qui sont totalement de´compose´es dans K∞/K .
De´monstration. Ce sont le the´ore`me et la proposition 1 de [G3], et lorsque
K∞/K est cyclotomique c’est un the´ore`me de Kuz
′Min (voir [Kuz1] theorem
7.2)

Corollaire 1.6 Sous les meˆmes hypothe`ses que 1.5, U∞ := lim
←
Un est Λ-libre.
De´monstration. Il suffit d’appliquer la proposition 1.3 aux modules Mn = Un
et Ln = U
′
n.

Signalons que 1.3 en conjonction avec la conjecture de Leopoldt et un the´ore`me
d’Iwasawa (voir [I], theorem 25) permettent de retrouver un cas particulier du
the´ore`me 1.5 en prenant pour modules Mn = U
′
n et pour modules Ln la somme
directe des pro-p-comple´te´s des groupes multiplicatifs locaux aux places divisant
p.
2 Unite´s cyclotomiques
Philosophiquement les re´sultats qui suivent s’appliquent a` la distribution d’Iwa-
sawa (voir [BO], §3). Ils s’appliquent donc aux unite´s de Stark des extensions
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abe´liennes relatives, de`s que ces dernie`res existent. Ici on se restreint aux ex-
tensions abe´liennes sur Q afin de disposer des (nombreuses versions) des unite´s
cyclotomiques. On suppose dore´navant que K est un corps de nombres absolu-
ment abe´lien, et on note G son groupe de Galois. Puisque p est impair on peut
aussi supposer, sans perte de ge´ne´ralite´, queK est totalement re´el. Dans ce con-
texte, le corollaire 1.6 s’applique et fournit la Λ-liberte´ de U∞. Cela nous permet
d’obtenir, pour le module des unite´s circulaires de Sinnott une re´ciproque au
crite`re de la proposition 1.3. Rappelons la de´finition de ce module :
De´finition 2.1 ([Si]) Pour m ∈ N on note ζm = exp(2ipi/m) la racine primi-
tive mie`me de l’unite´ de´finie par le choix d’un plongement de Q dans C. Soit D
le sous-Z[G]-module de K× multiplicativement engendre´ par −1 et les nombres
de la forme εK,m,a = NQ(ζm),K∩Q(ζm)(1−ζ
a
m) ou` m parcourt N et m ∤ a. Sinnott
de´finit le module des unite´s circulaires de K, note´ CK , comme l’intersection de
D avec les unite´s UK de K : CK = D ∩ UK . Dans la suite on utilisera les
notations suivantes :
CK := CK ⊗ Zp, Cn := CKn pour n ∈ N, C∞ := lim
←
Cn,
C˜n := Im(C∞
nat
−→ Cn), εK,m = NQ(ζm),K∩Q(ζm)(1− ζm) pour m > 1
Un argument de compacite´ standard donne l’e´galite´ C˜n =
⋂
m≥nNKm,Kn(Cm).
Les suites de modules Mn = Cn et Ln = U
′
n sont munies des homomorphismes
de normes et d’extensions habituels qui ve´rifient trivialement les conditions 1),
2) et 3) du §1.1 et la condition (ii) de la proposition 1.3. D’apre`s le the´ore`me
1.5, L∞ = U
′
∞ ve´rifie l’hypothe`se (i) de la meˆme proposition. On va de´montrer
l’e´quivalence suivante :
The´ore`me 2.2 Le Λ-module C∞ est libre si et seulement si la suite Mn = Cn
ve´rifie la condition (iii) de 1.3, a` savoir :
C∞ est Λ libre ⇐⇒ ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, C
Gal(Kn+1/Kn)
n+1 = in,n+1(Cn)
∼= Cn.
Remarque: Dans tous les cas on sait que le Λ-rang du module C∞ est e´gal
a` celui de U∞, c’est-a`-dire e´gal a` r1 = [K : Q], puisque K est totalement
re´el.
De´monstration. La proposition 1.3 donne l’implication indirecte, on ve´rifie le
sens direct. On suppose donc que C∞ est libre et on va montrer que la suite Cn
ve´rifie la proprie´te´ (iii) de la proposition 1.3 qu’on appellera dore´navant la “de-
scente asymptotique”. La premie`re e´tape du raisonnement consiste a` le montrer
pour la suite de modules C˜n. Pour ce on utilise un lemme duˆ a` Kuz
′Min :
Lemme 2.3 ([Kuz1], 7.3) Pour tout n ∈ N, l’application naturelle
(U
′
∞)Γn −→ U
′
n
est injective.

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Lemme 2.4 Si C∞ est Λ-libre alors C˜n ve´rifie la descente asymptotique.
On pose Q∞ := U
′
∞/C∞. Le lemme du serpent donne alors la suite pour tout
n : 0 // QΓn∞
// (C∞)Γn
//// (U
′
∞)Γn
. Le lemme 2.3 et le diagramme
commutatif qui suit permettent donc d’identifier (Q∞)
Γn avec le noyau de de-
scente : (Q∞)
Γn ≃ ker
(
(C∞)Γn ։ C˜n
)
.
0 // (Q∞)
Γn // (C∞)Γn
//


(U
′
∞)Γn _

C˜n
  // U
′
n
Par noethe´rianite´ les noyaux (Q∞)
Γn se stabilisent et valent pour n grand
(Q∞)
Γn = (Q∞)
ΓN , ou` N est un entier fixe´. Ainsi pour tout n ≥ N on obtient
la suite exacte :
0 // (Q∞)
ΓN // (C∞)Γn
// C˜n
// 0
Par hypothe`se C∞ est Λ-libre donc (C∞)Γn est Zp[Gn]-libre. En outre le groupe
Gal(Kn+1/Kn) agit trivialement sur le Zp-module libre (Q∞)
ΓN puisque n ≥ N .
On en de´duit la trivialite´ du 0ie`me groupe de cohomologie modifie´ a` la Tate
Ĥ0(Kn+1/Kn, C˜n) ≃ H
1(Kn+1/Kn, (Q∞)
ΓN ) = 0.
Mais par de´finition des module C˜n la normeNn+1,n : C˜n+1 −→ C˜n est surjective.
On obtient donc les e´galite´s
(C˜n+1)
Gal(Kn+1/Kn) = Trn+1,n(C˜n+1) = in+1,n ◦Nn+1,n(C˜n+1) = in+1,n(C˜n).

Pour conclure la preuve de 2.2 on doit maintenant passer de C˜n a` Cn. Le lemme
suivant montre que la de´viation entre ces deux modules est asymptotiquement
constante :
Lemme 2.5 Soit n ∈ N et soit In le corps d’inertie en p de Kn (i.e. le plus
grand sous-corps de Kn dans lequel p ne se ramifie pas). Alors on a
Cn = CIn C˜n.
La suite de corps In est manifestement stationnaire et si I de´signe le corps
d’inertie de p dans K∞ on a l’e´galite´ pour tout n tel que I ⊂ Kn :
Cn = CI C˜n
De´monstration. La seconde e´galite´ est une conse´quence directe de la premie`re.
L’inclusion CIn C˜n ⊂ Cn est imme´diate. On montre l’inclusion re´ciproque. Soit
u ∈ Cn. Par de´finition u est une unite´ de la forme :
u =
∏
m>2
εxmKn,m,
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ou` les xm ∈ Zp[Gal(Kn/Q)] sont presque tous nuls. On commence par se´parer
le produit ci-dessus selon la divisibilite´ de m par p. On obtient :
u =
 ∏
m>2,p∤m
εxmKn,m
 ∏
p∤m′,a>0
ε
xpam′
Kn,pam′
 .
Montrons que le terme
∏
εxmKn,m appartient a` CIn . Soit R l’ensemble des places
ramifie´es dans In/Q (remarquer que p /∈ R). Si p ∤ m alors p n’est pas ramifie´
dans Q(ζm) donc les nombres de la forme εKn,m sont des R-unite´s de In, tandis
que les nombres de la forme εKn,pam′ sont des p-unite´s de Kn. Comme il ne
peut pas y avoir de compensation entre les valuations au-dessus de R et celle
au-dessus de p, pour que u soit une unite´ on a ne´cessairement
∏
εxmKn,m ∈ Un et∏
ε
xpam′
Kn,pam′
∈ Un. Puisque Q(ζm) ∩Kn est contenu dans In de`s que p ∤ m, on
en de´duit
∏
m>2,p∤m ε
xm
Kn,m
∈ CIn .
Il reste a` montrer que le terme
∏
m′,a>0 ε
xpam′
Kn,pam′
∈ Un appartient en fait a`
C˜n, et par re´currence sur n il suffit de ve´rifier que cette unite´ est la norme d’une
unite´ de Kn+1 de la meˆme forme. Se´parons a` nouveau ce produit comme suit :
∏
p∤m′,a>0
ε
xpam′
Kn,pam′
=
(∏
a>0
ε
xpa
Kn,pa
) ∏
p∤m′,m′>1,a>0
ε
xpam′
Kn,pam′
 .
Et posons :
y :=
(∏
a>0
ε
xpa
Kn,pa
)
et z :=
 ∏
p∤m′,m′>1,a>0
ε
xpam′
Kn,pam′

Par le lemme 2.1 (i) de [So] les nombres cyclotomiques (1 − ζm) ve´rifient les
relations de distributions suivantes (pour r > 2, r | s et en notations additives):
TrQ(ζs),Q(ζr)(1− ζs) =
 ∏
l|s,l∤r
(1− σ−1l )
 (1− ζr) (1)
ou` l parcourt l’ensemble des nombres premiers divisant s et pas r et ou` σl
de´signe le Frobenius en l de Gal(Q(ζs)/Q). E´crivons cond(Kn) = p
ck avec
p ∤ k. Alors par l’e´quation (1), y est une puissance galoisienne de l’uniformisante
cyclotomique εKn,pc tandis que z est une unite´. Donc y est aussi une unite´
et peut s’e´crire y = εtKn,pc avec t dans l’ide´al d’augmentation de l’anneau
Zp[Gal(Q(ζpc) ∩Kn/Q)]. Comme l’e´quation (1) donne aussi l’identite´ εKn,pc =
NKn+1,Kn(εKn+1,pc+1), on a bien y ∈ C˜n.
Pour conclure ve´rifions que chaque terme de la forme εKn,pam′ avec a > 0
et m′ > 1 est norme d’unite´ circulaire de Kn+1. Soit F = Q(ζpam′) ∩Kn, F1 le
premier e´tage de la Zp-tour sur F , et soient f et f1 leurs conducteurs respectifs.
Par l’e´quation (1) on voit que εKn,pam′ est une puissance galoisienne de εF,f si
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p | f ou de ε
1−σ−1p
F,f si p ∤ f . Comme en outre seules les places au-dessus de p sont
e´ventuellement ramifie´es dans l’extension F1/F la meˆme e´quation donne aussi :
NF1/F (εF1,f1) =
{
εF,f si p | f
ε
1−σ−1p
F,f si p ∤ f
Si F1 n’est pas contenu dans Kn alors on a F1 ⊂ Kn+1, puis NKn+1,Kn(εF1,f1) =
NF1,F (εF1,f1) et la preuve est termine´e. Sinon comme C˜n est un module galoisien
il suffit de montrer que εF1,f1 ∈ C˜n ce qui conduit a` terme au cas pre´ce´dent.

On reprend la preuve du the´ore`me 2.2. Fixons un n suffisamment grand pour
avoir I ⊂ Kn. Alors on a C
Gal(Kn+1/Kn)
I = CI dont on de´duit :
C
Gal(Kn+1/Kn)
n+1 =
(
CI C˜n+1
)Gal(Kn+1/Kn)
= CI
(
C˜n+1
)Gal(Kn+1/Kn)
= CIC˜n = Cn .
Ce qui de´montre le the´ore`me 2.2.

3 Exemples et contre-exemples
A partir du the´ore`me 2.2 qui donne une e´quivalence, il est naturel de se de-
mander si les deux alternatives peuvent effectivement se produire. Lorsque le
corps K est le sous-corps re´el maximal d’un corps cyclotomique, on sait par des
re´sultats sur les distributions a` la Kubert-Lang que C∞ est Λ-libre (voir par
exemple [Kuz2]). Plus ge´ne´ralement, par un passage a` la limite imme´diat, on
peut de´duire de [B] une condition suffisante et d’autres exemples ou` C∞ est
Λ-libre. D’autre part on sait que les unite´s circulaires a` la Sinnott ne ve´rifient
pas toujours la ”descente galoisienne” c’est-a`-dire qu’il existe des corps abe´liens
F ⊂ L tels que CF ( CL
⋂
F (voir [G2]). En particulier 2.2 n’ entraˆıne pas la
liberte´ de C∞ : on va pre´senter une liste d’exemples de corps K pour lesquels
cette liberte´ n’a pas lieu. Pour produire ces contre-exemples on va utiliser des
hypothe`ses de de´composition assez contraignantes dans le style de [G2]. Ces
hypothe`ses permettent de mieux controˆler la structure galoisienne des unite´s
circulaires et simplifient notablement les calculs qui suivent. Ce fait justifie la
terminologie “gu¨nstige (p+ 1)-tuple” de [G2]. E´nonc¸ons ces conditions. A par-
tir d’ici, et jusqua` la fin de ce paragraphe, on suppose que le corps de nombres
abe´lien K et le nombre premier p ve´rifient les trois conditions suivantes :
1– le conducteur de K est le produit sans facteurs carre´s fK =
∏i=p+1
i=1 li de
p+ 1 nombres premiers li tels que li ≡ 1[p] et pour chaque j 6= i il existe
un entier xi,j tel que li ≡ x
p
i,j [lj ].
2– G := Gal(K/Q) ≃ (Z/pZ)2
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3– Notons K1,K2, . . . , Kp+1 les (p + 1) sous-corps non triviaux de K. On
suppose en outre que quitte a` renume´roter ces sous-corps, leur conducteur
vaut :
cond(Kj) =
i=p+1∏
i=1,i6=j
li
Remarque :
(i) En reprenant le raisonnement de [G2] qui s’appuie sur le the´ore`me de
densite´ de Cˇebotarev on peut de´montrer l’existence (d’une infinite´)
de (p + 1)-uples de premier (li)
p+1
i=1 tels que p et tout sous-corps de
Q(ζQ li) ve´rifient la condition 1. Ce sont de tels (p + 1)-uples qui
furent de´nomme´s gu¨nstige (p+ 1)-tuple dans [G2].
(ii) Ensuite e´tant fixe´ un tel gu¨nstige (p + 1)-uple l1, . . . , lp+1 on peut
ve´rifier que Q(ζQ li) contient un sous-corps K ve´rifiant 2- et 3- :
c’est un exercice sur les groupes abe´liens laisse´ au lecteurs.
(iii) Alternativement l’exemple du §IV.2 de [B] ve´rifie les conditions ci-
dessus pour p = 3.
La condition 3– entraˆıne que les Frobenius
(
li
Ki/Q
)
sont des e´le´ments bien de´finis
de Gal(Ki/Q) = Gal(Ki∞/Q∞). De plus ces Frobenius sont triviaux par la
condition 1– :
4– ∀i, 1 ≤ i ≤ p+ 1 :
(
li
Ki/Q
)
=
(
li
Ki
∞
/Q∞
)
= 1.
Avec toutes ces hypothe`ses on va de´montrer :
The´ore`me 3.1 C∞ n’est pas Λ-libre.
De´monstration. On commence par se donner un syste`me de ge´ne´rateurs ga-
loisiens de C∞. Pour tout corps abe´lien F , de conducteur f disons, on note εF
le nombre cyclotomique
εF = εF,f = NQ(ζf ),F (1− ζf )
On de´signera par εi∞ (pour 1 ≤ i ≤ p + 1), ε
Q
∞ et ε
K
∞ les e´le´ments suivants de
C∞ :
εi∞ := (NKi1,Ki(εKi1), εKi1 , . . . , εKin , . . .)n≥1
εQ∞ := (γ − 1)(p, εQ1 , . . . , εQn , . . .)n≥1
εK∞ := (NK1,K(εK1), εK1 , . . . , εKn , . . .)n≥1
.
A partir du lemme 2.3 de [G1] on peut ve´rifier le lemme suivant (remarquer
cependant que les ge´ne´rateurs utilise´s ici diffe`rent de ceux de [G1] par des in-
versibles de Λ[G]) :
Lemme 3.2 Le syste`me (εI∞)I , ou` I parcourt l’ensemble {K,Q, 1, 2, . . . , p+1},
engendre C∞ sur Λ[G].

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Par un passage a` la limite projective le long de la Zp-tour sur l’e´quation (1) on
obtient les relations (en notation additive) :
(
R
(i)
1
)
: TrK∞,Ki∞(ε
K
∞) =
(
1−
(
li
Ki∞/Q
)−1)
εi∞
(
R
(i)
2
)
: TrKi
∞
,Q∞(ε
i
∞) =
 1
γ − 1
∏
j 6=i
(
1−
(
lj
Q∞/Q
)−1) εQ∞
Ou` TrF,L(x) = (
∑
g∈Gal(F/L) g)x de´signe la trace alge´brique de´finie pour toute
extension galoisienne finie F/L. A priori tous les termes
(
1−
(
li
Ki
∞
/Q
)−1)
appartiennent a` Λ[Gal(Ki/Q)]. Mais graˆce a` 4–, ces facteurs sont en fait des
e´le´ments de Zp[Γ] ⊂ Λ. En combinant n’importe quel couple de relations avec
le meˆme i on obtient :
(R3) : TrK∞,Q∞(ε
K
∞) =
(
1
γ − 1
i=p+1∏
i=1
(
1−
(
lj
Q∞/Q
)−1))
εQ∞.
A l’aide de l’identite´ formelle p = −TrK∞,Q∞ +
∑i=p+1
i=1 TrK∞,Ki∞ , des relations
(R
(i)
1 ) et (R3) on obtient une autre relation utile :
(R4) : p(ε
K
∞) =
(
−
1
γ − 1
i=p+1∏
i=1
(
1−
(
lj
Q∞/Q
)−1))
εQ∞
+
i=p+1∑
i=1
(
1−
(
li
Ki∞/Q
)−1)
εi∞
On conside`re maintenant le sous-Λ[G]-module de C∞, disons S∞, engendre´ par
tous les εI∞ sauf ε
K
∞ :
S∞ :=
〈{
εI∞, I = Q, 1, . . . , p+ 1
}〉
On note Q∞ le quotient
Q∞ := C∞/S∞
Bien sur Q∞ est Λ[G]-monoge`ne, engendre´ par ε
K
∞ + S∞, et tue´ par p a` cause
de (R4). Il suit que S∞ a le meˆme Λ-rang que C∞, a` savoir p
2. Par un choix
approprie´ de Λ-base on peut voir que S∞ est Λ-libre :
Lemme 3.3 Soit gi un ge´ne´rateur de Gal(K
i/Q) ∼= Gal(Ki∞/Q∞) ≃ Z/pZ.
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Alors l’ensemble qui suit forme une Λ-base du Λ-module libre S∞ :
εQ∞,
ε1∞, g1ε
1
∞, . . . , g
p−2
1 ε
1
∞,
ε2∞, g2ε
2
∞, . . . , g
p−2
2 ε
2
∞,
...
gji ε
i
∞,
...
εp+1∞ , gp+1ε
p+1
∞ , . . . , g
p−2
p+1ε
p+1
∞

De´monstration. On a choisi 1+(p+1)(p−1) = p2 e´le´ments de S∞ donc il suffit
de ve´rifier que ces e´le´ments forment un syste`me ge´ne´rateur. En fait a` partir du
syste`me ge´ne´rateur de la de´finition de S∞ on a seulement retire´ un conjugue´ de
chaque εi∞, et la relation (R
i
2) permet d’e´crire ce conjugue´ comme combinaison
line´aire des autres conjugue´s et de εQ∞.

Lemme 3.4 Q∞ 6= {0}
De´monstration. Cela e´quivaut a` εF∞ /∈ S∞, qui revient aussi a` pε
F
∞ /∈ pS∞.
Mais la relation (R4) donne les coefficients de pε
F
∞ dans la base de S∞ du lemme
3.3 :
p(εK∞) =
(
−
1
γ − 1
i=p+1∏
i=1
(
1−
(
lj
Q∞/Q
)−1))
εQ∞
+
i=p+1∑
i=1
(
1−
(
li
Ki∞/Q
)−1)
εi∞
Or les termes de la forme
(
1−
(
li
Ki
∞
/Q
)−1)
appartiennent a` Λ et sont premiers
a` p.

On est maintenant arme´ pour donner explicitement un e´le´ment d’ordre p
dans (C∞)Γ.
Lemme 3.5 εK∞ + (γ − 1)C∞ est d’ordre p dans (C∞)Γ.
De´monstration. En usant a` nouveau de la relation (R4) on constate que pε
K
∞ ∈
(γ−1)C∞. Il reste donc a` ve´rifier que ε
K
∞ lui-meˆme n’appartient pas (γ−1)C∞.
Conside´rons le diagramme :
C∞
// //


Q∞


(C∞)Γ // // (Q∞)Γ
Il suffit de montrer que εK∞ + (γ − 1)C∞ ne s’envoie pas sur 0 dans (Q∞)Γ.
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Mais par de´finition de Q∞, les conjugue´s gε
K
∞ pour g ∈ G l’engendrent, de sorte
que leurs images engendrent (Q∞)Γ. Et comme G agit par automorphisme
sur (Q∞)Γ, les conjugue´s gε
F
∞ s’envoient simultane´ment sur 0 ou non. Ainsi
εF∞ ∈ (γ − 1)C∞ contredirait, par le lemme de Nakayama, le lemme 3.4. Ceci
prouve le lemme 3.5 et le the´ore`me 3.1.

Par une autre construction R. Kucˇera dans [Kucˇ] donne un corps de nombre
K pour lequel les unite´s circulaires a` la Sinnott diffe`rent au niveau infini des
unite´s cyclotomiques a` la Washington (avec p = 3; voir [KN] et [Kucˇ] pour la
terminologie “unite´s de Washington”). Notons C
W
n le tensorise´ avec Zp des
unite´s cyclotomique de Kn a` la Washington, et C
W
∞ leur limite projective. Par
construction et avec le corollaire 1 de [GK] les unite´s de Washington ve´rifient la
“descente galoisienne”. Ce module C
W
∞ est donc Λ-libre par la proposition 1.3.
On a alors :
Proposition 3.6 C∞ est Λ-libre si et seulement si C∞ = C
W
∞ .
De´monstration. D’apre`s le re´sultat principal de [KN] le quotient C
W
∞/C∞ est
fini. La proposition suit donc du lemme 1.2.

La construction de [Kucˇ] fournit donc un autre exemple ou` C∞ n’est pas
Λ-libre. Dans cet exemple 7 = 2p + 1 nombres premiers sont ramifie´s dans
K. Dans la famille d’exemples de´taille´s ici, avec p = 3, on obtient 4 nombres
premiers ramifie´s. D’apre`s [B] on sait que si 2 nombres premiers (au plus) sont
ramifie´s dans K alors C∞ est Λ-libre. Actuellement dans le cas particulier ou`
exactement 3 nombres premiers distincts de p sont ramifie´s dans le corps de
base K on ne dispose ni de preuve de la Λ-liberte´ de C∞ ni de contre-exemple.
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